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I. GENERAL THEORY

Abstract

A general expression is derived that describes the
effect of microbending on propagation in multimode
optical fibers. This expression is based on the paraxial
ray approximation.
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déformées aléatoirement *

|. Théorie générale

I. INTRODUCTION

Le guidage de faisceaux optiques par des milieux
dont l'indice de réfraction décroit en fonction de la
distance & |'axe a été étudié depuis plusieurs décades,
en particulier dans le cas des lentilles & gaz (Berreman)
[1]. Tl faut mentionner également les études sur la
propagation d’ondes radioélectriques dans les couches
inférieures de ['atmosphére ol les inversions de pro-
fils se rencontrent fréquemment (voir, par exemple
Booker et Wilkinshaw) [2].

Le sujet a ¢té exploré avec une ardeur nouvelle
aprés la découverte de Kao [3]. qui, en 1968, décou-
vrit que la silice a des affaiblissements lin€iques
inférieurs & 20 dB par kilométre. Le probléme du
guidage de la lumiére par fibre de silice ou de verre
acquit alors une importance fondamentale. Aujour-
d’hui, des affaiblissements linéiques inférieurs a
0,3 dB/km ont été mesurés a une longueur d’onde de
1,6 um. Bien entendu, les résultats théoriques con-
cernant la propagation dans les guides uniformes
ou perturbés qui avaient été obtenus dans la période
antérieure sont directement applicables aux fibres
optiques, mais des problémes nouveaux se posent.
Nous utiliserons souvent I’'analogie trés étroite qui
existe entre les ondes de de Broglie et les ondes
optiques. Elle permet d’appliquer au probléme de
la propagation optique dans les fibres de nombreux
résultats de mécanique quantique, ou de mécanique
statistique.

Nous nous intéresserons dans ce travail uniquement
aux fibres multimodales, c’est-a-dire aux fibres trans-
portant un grand nombre de modes, par exemple
plus de 2 000. Ces fibres sont & I'heure actuzlle plus
pratiques que les fibres dites wunimodales car le
diamétre du ceeur est plus grand (disons 100 um au
lieu de 10 um, pour fixer les idées). De ce fait, le
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raccord de ces fibres et leur couplage aux sources
est plus facile. La plupart des propriétés de trans-
mission de ces fibres multimodales est facilement
expliquée par la théorie des rayons paraxiaux. Seules
quelques propriétés particuliéres nécessitent I'emploi
de théories ondulatoires telles que la théorie scalaire
de Helmholtz ou, lorsque les effets de polarisation
sont notables, les équations exactes de Maxwell.
Nous nous limiterons ici 4 la théorie des rayons
paraxiaux.

Rappelons briévement les propriétés des fibres
uniformes, considérant en premier lieu les fibres a
saut d’indice. On note n, I'indice du ceeur de la fibre
et #n. l'indice de la gaine, et on définit la variation
relative d'indice : A = (ny — n)/n. . D’aprés la loi
de la réflexion totale, les rayons peuvent se propager
dans la fibre avec un angle maximal /2 par rapport
a I'axe. 1l est clair que si la source excite une distri-
bution continue de rayons faisant des angles différents
par rapport a l'axe, les impulsions portées par ces
rayons arriveront a des instants différents. Il en résul-
tera un étalement des impulsions qui limite la capacité
de transmission du systéme. Numériquement. cet
étalement est de 5000 A ns/km soit 50 ns/km, si
A = 0.,01. On peut dire aussi que 1'étalement tempo-
rel de I'impulsion est li¢ au fait que les différents
modes susceptibles de se propager dans la fibre et
excités par la source ont des vitesses de groupe dif-
férentes. Cet effet de dispersion modale peut étre
considérablement réduit si 'on utilise un profil
convenable d’indice. En fait, on peut montrer que.
tout au moins dans l'approximation paraxiale, il
existe un profil qui égalise parfaitement les vitesses
de groupe des différents modes susceptibles de se
propager. L’écart de ce profil par rapport au profil
quadratique, bien que minime, peut avoir des consé-
quences trés importantes sur la bande passante. Ce
profil est en fait si critique qu’il est trés difficilement
obtenu avec les techniques actuelles. Des améliorations
d’un facteur 10 ou 20 par rapport au cas du saut
d’indice ont été obtenues, mais des améliorations
par un facteur 1 000 sont théoriquement possibles.

Aprés ce bref rappel concernant les fibres uniformes.
considérons l'effet des irrégularités. La principale
irrégularité observée en pratique, aprés fibrage ct
cablage, est I’irrégularit¢ de microcourbure. Les
fondements théoriques de ce type d’irrégularité ont
été bien étudiés par Berreman [1], qui a souligné
I’analogie suivante : le mouvement du rayon dans
la fibre de profil d’indice n(r) est analogue au mou-
vement d'une masse unit¢é dans un potentiel
U(r) = 1 —n(r)[n(0) (*), si I'on remplace le temps ¢
par la coordonnée axiale z. Si la fibre a une courbure
locale C(z). ol z est maintenant une coordonnée
définie le long de I'axe de la fibre, les mouvements
du rayon, rapportés a I’axe de la fibre, sont analogues
4 ceux de la masse considérée précédente soumise

(*) Exceptionnellement, dans cet article, la fonction et
I’opérateur seront désignés de la méme fagon.
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a une force C(t). Sur la base de cette analogie, on
congoit facilement qu’une variation de C a la fré-
quence (spatiale) naturelle d’oscillation du rayon
entrainera un effet de résonance avec augmentation
(exceptionnellement, réduction), rapide de ['ampli-
tude du rayon. Lorsque 'angle du rayon par rapport
a I’axe de la fibre excéde \/2A, le rayon est transmis
dans la gaine et perdu. Parmi tous les rayons injectés
4 I'entrée de la fibre. certains sont transmis avec peu
de pertes, d’autres sont complétement atténués. On
peut évaluer sur la base de ce modéle les pertes de
microcourbure. Comme les fibres a large bande ont
un profil proche du profil quadratique, les fibres
sont analogues aux oscillateurs harmoniques en
mécanique. La fréquence spatiale des rayons est
pratiquement indépendante de I'amplitudz du rayon,
et seule intervient la valeur de la densité spectrale
du processus courbure C(z) a la fréquencs naturelle
d’oscillation des rayons. Dans les fibres a saut dindice,
au contraire, les rayons sont sensibles a un domaine
spectral assez large de fréquences spatiales des
déformations.

L'effet des déformations, d’une fagon générale,
est double. Les déformations provoquent |’apparition
de pertes, comme nous l'avons déja dit, mais ils
modifient aussi la réponse impulsionnelle. Personick
[6] a montré que, pour de trés grandes longueurs de
fibre, la largeur de I'impulsion est proportionnelle
a la racine carrée de la longueur au lieu de varier
linéairement. La capacité de transmission est donc
accrue. au dépens de la puissance optique disponible
au niveau du détecteur. Marcuse [7] a montré de
fagon plus précise que si R représente |'amélioration
de la largeur impulsionnelle de la fibre déformée et
£ les pertes additionnelles de microcourbure, le
produit R?L est constant pour une fibre de profil
donné et un type de déformation donné. R3C est
un nombre que I'on peut exprimer en dccibels. Pour
une fibre a large capacité. ce produit est pratiqguement
un nombre fixe, qu’il reste a déterminer précisément,
mais qui parait étre de 1'ordre du décibel.

Pour évaluer I'étalement des impulsions dans le
cadre de l'optique géométrique paraxiale, il suffit
en principe d’intégrer le temps élémentaire ds/uw.
ol ds représente I'élément de longueur du rayon
et u la vitesse de groupe locale. le long du rayon, sur
toute la longueur de la fibre. Mais il est plus écono-
mique et instructif d'étudier théoriquement |'évolu-

tion des paramétres des rayons sur la base d’un modele

statistique.

La plupart des auteurs avaient jusqu’ici utilisé
une théorie modale dans la limite des modes denses [7].
Mais cette théorie est si compliquée que de nom-
breuses approximations ont dues étre introduites.
Elles nous paraissent contestables : utilisation d’un
nombre modal principal, approximation des coeffi-
cients de diffusion, etc. Nous avons montré dans des
publications antérieures [S] que la théorie modale
dans la limite des modes continus est en fait équiva-
lente &4 la théorie des rayons, et que, dans le cadre

2/13

e
-

J. ARNAUD. — THEORIE DE LA PROPAGATION DANS LES FIBRES MULTIMODALES DEFORMEES ALEATOIREMENT 63

FiG. 1. — Fibre optique déformée.

Distorted optical fiber.

de cette derniére, les approximations faites habi-
tuellement sont inutiles. Notre théorie est exacte
dans la limite de l'approximation Wentzel-Kramer-
Brillouin (wWkB) et pour des déformations qui ont peu

~p§ii'inﬂuence sur les rayons sur une période (mais qui

peuvent avoir des effets considérables sur des dis-
tances de 'ordre du kilométre). Cette théorie est appli-
cable aux fibres multimodales ayant un profil arbi-
traire et un spectre de microcourbure arbitraire. Le cas
particulier du profil quadratique a été étudié récem-
ment par Shatrov [8] sur la base de 'optique géo-
métrique. Ses résultats sont en accord exact avec les
notres. Par contre, les résultats publiés par Eve et
Hannay [9]. pour les plaques diélectriques homo-
génes, en principe sur les mémes bases théoriques
de départ. ne sont pas en accord avec nos résultats (*).

II. EQUATION DES RAYONS

Considérons tout d’abord une fibre qui est uni-

5f forme suivant la coordonnée axiale z et de profil
~d’indice de réfraction (de phase) n(x. ¥). On pose

n(0, 0) = n, . Au lieu de l'indice # on peut utiliser
une fonction porentielle

(1) Ulx, y) = 1 — n(x, yv)ng .

que 'on supposera positive et croissante. Il est facile
de voir que dans I'approximation paraxiale, c¢’est-a-
dire lorsque les rayons font des angles petits par
rapport a I'axe z, |'équation des rayons s’écrit sous
la forme

(2a) d*x/dz? = — dU(x, y)fox,
(2 6) dZpfdz? = —dU(x, y)[oy,
qui rappelle I'équation de Newton pour une masse
unité.

Si I'axe de la fibre est courbé, avec des courbures
C,, C, dans les plans xz et yz respectivement il

(*) Ces auteurs paraissent avoir omis de tenir compte du fait
que le nombre de réflexions des rayons sur les parois, pour une
longueur Az de fibre fixé, est un nombre aléatoire, et non pas
un nombre fixe.
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suffit de retrancher a la fonction U le terme C,x -+
C,y. Cette procédure a été utilisée depuis longtemps
pour tenir compte de la courbure de la Terre de
rayon R dans les problémes de propagation tropo-
sphérique (avec C, = I/R et C, = 0), les équations
des rayons rapportés a I’axe de la fibre courbée sont
donc

(3 a) d?x/dz? — dUfox + C,,
(3 b) d?y/dz? = — dUfoy + C,.

Il

Si I'on se donne le profil d’indice U(x, y) et les
courbures C,.(z). Cy(z) (voir Fig. 1) ainsi que les
conditions initiales sur un rayon, il est facile d’inté-
grer numériquement le systéme (3), et d’obtenir
ainsi 1'évolution de I'amplitude du rayon. Pour des
raisons numériques, il est commode de poser
X = dxf/dz = p ; y = dyfdz = g, et de réécrire (3)
sous la forme d'un systéme du premier ordre

(4 a) dx/dz = p,
(4 b) dpfdz = — dUfox + C,.
(4 ¢) dyfdz = ¢,
(4 d) dgfdz = —dUfdy + C, .

On s’intéressera principalement a la quantité
|
(5) E=z(* + ) + U )

qui est une mesure de ["amplitude du rayon (analogue
a I'énergie en mécanique). Cette quantité est cons-
tante, en 1’absence de courbure, le long d'un rayon.

Si u(x. y) représente la vitesse de groupe en un
point x, y de la fibre & la fréquence porteuse considérée,
le temps de parcours d'une impulsion le long d’une
trajectoire de rayon particuliére est obtenue en inté-
grant, avec le systéme (3). I’équation

(6) dt/dz = u~! ds/dz,
ou

|
(M dsfdz = (1 + %* + yHP = 1 4 5 (22 + 53,

Toutes les équations qui nous seront nécessaires par
la suite ont maintenant été posées.

Il est évident que ['intégration purement numérique
du systéme (3) et (6), le long d’une fibre de plusieurs

ANN. TELECOMMUNIC., 35, n® 1-2, 1980



64 J. ARNAUD. — THEORIE DE LA PROPAGATION DANS L

kilométres de long est trés onéreuse du point de vue
du temps de calcul. En outre: les courbures .C(::]
sont en général connues ou estimées non pas diree-
tement mais en fonction de leurs propriétes statis-
tiques. Nous allons donc nous efforcer c??btem'r
des expressions analytiques pour Ics.que’mtltes pré-
sentant une utilité pratique, et en p’c}[‘ticull?r pour les
pertes moyennes et I'étalement des :mpL!lm_ons‘ N'ous
nous limiterons aux fibres ayant la symétrie de revo-
lution. avec une loi d'indice n(r) a partir de laq.uelle
nous définissons la fonction potentielle & une variable

(8 a) U(r) = 1 — n(r)[no .
La fonction U(x, y) utilisée précédemment est alors
(8 b) Ulx, 3) = UXE+ ¥*)
De cette derniére expression, on déduit que

2U dUx oU dUy
2 Se= drr by G
Pour ces profils a symétrie circulaire le moment
angulaire
(10) | = xp—y%
st constant en ’absence de déformation, comme on
peut le vérifier en dérivant / totalement par rapp:arl
4 z. En dérivant totalement (c’est-a-dire le long d’un
rayon spécifié) E et /. définis par les équations ‘(5) et
(10) respectivement, par rapport 4 z, on obtient

(11 a) dE[dz = XC + ¥Cy >
(11 b) dlfdz = xCy — yCs .

Enfin, il est utile d’introduire action I‘ du rayon.
définie comme |’aire enclose par une trajectoire des

rayons dans |'espace des phases (r, F = dr/dz),
¢’est-a-dire )
(12 a) IE. D) = Qidr.

Il est facile de voir que, si / est considéré comme une
fonction de E et de /. on a
(12 b) VUPE = Z

ou Z et @ représentent respectivement les périodes
axiales et azimutales du rayon (*). Nous avons donc

d/ dE d/

.9 E_ o
(11 ¢) q- Z(j T

plfol = —®,

—(Zx + D) C;
Introduisons maintenant une notation qui sera trés
utile par la suite. Posons

(13.a) pfe) = x(2) -+ ipz) = r2) explio(2)]

L(Zy— Ox) C,.

d'ou

(13) x=(+e™M25 ¥y= (o — p®)f2i.
Observons que la fonction complexe

(14) f(z) = ¢(z) exp (— 129/ Z),

(*) Z est la période de 1a courbe r = r(z). ®estla variation
correspondante de l'azimut 2.
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ot Z et ® sont les périodes axiales et azimutales,
respectivement, du rayon, est periodique

f(iz + Z) = f(2).

d’aprés la définition de M. Cette fonction peut donc
étre développée en série de Fourier

(15 a) f(z) = X foexp (2wisz] Z),

] y
(15 b) j;:—z-\ (z) exp(— 2=isz[Z) dz,
0

la sommation sur s se faisant de — oo A -} oo. Nous
avons donc aussi

(16a) e@)=XFf exp@rinz); us = (5 + O2m)]Z,

et
(16 b) 3(z)=dp/dz = ¥ 2miuf; exp (2w iuaz).

Si nous choisissons 1'origine des axes z et @ A

% = 0, y = 0, nous avons ri— z) = r(z), o{— Z) i
__ u(z) et par conséquent p(— 2) = p*(:),fﬁ(—.— z) =
[*(z), et tous les coefficients £, sont réels. Explicitement

2z]2
an fi= %Sa r(z) cos[p(z) — 27 u,z] dz.

La fonction sous le signe somme est réel]e:‘pé}'iodigue
de période Z, et extrémale aux _]imnes d _mt:cgrancrf.
Notons que, pour un rayon hélicoidal, r(z) = cons-
tante et o(z) = z0/Z. Tl en résulte que, ppuir ce tylp(?
de rayon, les £, sont tous nuls saufvfﬂn qui est egal a
r. On comprend mieux ce résultat si I'on se s?uvsent
qu’une hélice se projette suivant une s'muﬁmde sur
tous les plans méridiens, et n'a donc qu'un terme de

Fourier. Nous aurons besoin dans la suite des
quantités
(18a) o'*p" =X Foexp(2wits 48

s

(185) “o'*8" — X 2miu, Foexp(27iu O
(18¢) 878" = X @wmu)? Foexp@miu 0,

" ,l [ e
ou g = o(z). " = plz’) ete., 2 ot =" é&tant deux

valeurs guelconques de la coordonnée axiiale, L =
=7 __ 7 F. = f.fF et ug est défini (164).. La ban:e
supérieure indique une moyenne suivant :z, ca]culq&
par exemple sur une période du rayon. Pour oblelmr
(18), il suffit de remplacer g(z) par son expression
(16), intervertir la somme SUr $ et |'intégraile sur z, et
utiliser 1'identité
4 1 si n= (0,

\ex t"-'-*i.u']d:——-\ :

o il e {0 sin+# (0.

0

D’autres expressions sont obtenues a partir des
équations (18) en échangeant les primes et - les doul:.,h?s
primes avec (T — — 7). et en prenant lees quantites
complexes conjuguces des deux membres. e
Notons que changer la direction anguldaire |n1t1_'flle
(0) = 6 du rayon revient a remplacer g poar g exp(if)
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£t =* par z* exp(— i0). Si donc I'on fait une moyenne 5 o0 D 20 0 20
sur § la moyenne de p’ p”* est inchangée, mais la (22) Pz i s TN = By B

»" en fonction de ¢, " grice aux équations (13 b)
pous pouvons maintenant facilement calculer les
eapressions suivantes, en faisant la moyenne sur 0

moyeane de o’ ¢° est nulle. En exprimant x', y', x",

s —
(19a) x'x" = " = (" + o4,

. & - 8 w ¢ "o " =
(198) xy" = — x"y = (p"e'*—¢'p"™)/4L

De: formules similaires peuvent étre obtenues en
ajoutant des points (indiquant une dérivée par rapport
a ) sur les quantités avec double primes (x”, »”, ")
de chaque coté de I'égalité, et d’autres encore en
permutant les primes et les doubles primes.

Les movennes sur = et O des produits définis a
partir de X' = (x, y, X, 3) et X" = (x, », %, p)” sont
maintenant obtenues en prenant la moyenne sur z
des expressions précédentes et en utilisant les expres-

sions (18) pour les produits des p. On obtient, avec
ane notation condensée

= 3 L T
20 a) X' x"
i cos sin — «sin o COS
NS F —5in c0s — oCOs — «sin
i =l Zsin — &Cos o? cos a2 sin
% COS asin — o2 sin %% cOS

Uz — 2=u et l'argument des sinus et cosinus est
=u,-. Par exemple, le tableau (20 @) donne, explici-
ment

—_—

0 b] i _i--l‘._- — . i Z F',(Z'n:u,)z Siﬂ (231{‘ z)

5

(]

ous allons maintenant considérer un ensemble de
sres et appliguer une théorie statistique.

—

III. THEORIE STATISTIQUE

Pour faciliter les calculs nous considérons non plus
une seule fibre mais un ensemble de fibres macro-
scopiquement identiques. c¢’est-a-dire qui ont le méme
profil d’indice et qui ne différent que par la courbure
de l'axe. le signe indiquera une moyenne
d'ensemble. On admet la stationarité des processus
C.(z) et C(z) et on définit

(21 a) =z 0 ()= =140,
(21 b) < Gz + D C(2) > =T,,0,
(21 ¢) = Clz+ D) > =1.00.

On peut montrer gue, guel que soit le type de
déformation, la probabilit¢ (ou puissance) O(/, /)
d/d/ pour qu'un rayon ail une action entre [ et
I 4+ dI et un moment angulaire entre /et / + d/ obgit
a |'équation aux dérivées partielles (voir I'annexe IT)
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connue en mécanigue sous le nom d’équation de
Fokker-Planck. Dans cette expression, les D, , k = 0,
1, 2 sont des fonctions de 7 et de /. On montre dans
I’annexe I que, pour une fibre microcourbee

1
(23) D= jz Crs) FG; .

ou F, = f.f* est li¢ aux coefficients de Fourier f;
de la trajectoire des rayons non perturbée, et G, est
la densité spectrale du processus de courbure a la
fréquence spatiale (s + ®/2 =)/ Z, ou @ et Z repré-
sentent les périodes azimutales et axiales du rayon,
respectivement. La discussion des propriétés générales
de I’équation (22) est faite dans l'annexe C.

Il convient de noter que les rayons hélicoidaux,
¢’est-a-dire les rayons gardant une distance constante,
r, 4 I'axe, ont une action I nulle. C'est une conséquence
évident= de la définition de 7 (12 a), puisque 7 = 0.
D’autre part, la valeur maximale de I'énergic £
est le changement relatif d’indice A, puisaue, si £ > A,
le rayon subit des pertes de rayonnement non nulles (*).
Le domaine d’intégration de |'équation de diffusion (22)
est donc celui représenté figure 2 a. La fonction
E = E(I. I) qui définit la borne supérieure ol Q
s’annule dépend du profil d’indice considéré.

Il est important d’observer que, pour toute fone-
tion Q réguliére, le flux de probabilité (ou de puis-
sance optique) a travers la limite / = 0 est nul. En

effet, écrivons (22) sous la forme d'une équation
de continuité

aQ b'fj aJ;
s Ztw T
avec
00 20
25) =i = Bo 5 ¥ Bigps
20 20
(26) —Ji = D, 2 *D;a.

Cette équation rappelle I'équation de continuité du
courant électrique div J + dg/dt = 0. Nous voulons
montrer que, lorsque / = 0, alors J; = 0. Nous avons
observé (aprés (17) ) que pour les rayons hélicoidaux,
f. = 0 sauf si s = 0. Donc, d’aprés les expressions
en (23). D, et D, sont nuls quand I = 0, ce qui montre
que J; est nul si les dQ/d/ et dQ/dI sont bornés.
Par contre. D, est non nul et a la valeur

1
(27) Dy =5 r* G(®[27 2),

(*) Nous introduisons ici une notion d’optique ondulatoire,
car, d'aprés 'optique géométrique, la condition de réflexion
totale est moins restrictive. Cependant, dans la limite des faibles
déformations, il suffit, pour appliquer la condition Q(E = A) = 0,
que les pertes soient non nulles, si faibles soieni-clies.

AnN. TELEcOMMUNIC., 35, n® 1-2, 1980



66 7. ARNAUD. — THEORIE DE LA PROPAGATION DANS LES FIBRES MULTIMODALES DEFORMEES ALEATOIREMENT

meridiens —

a | “~_hélicoidaux
o
E 4
+
/ P =0
meridiens —»
T hélicoidaux
| [
b |
|
FIG. 2. (a) Plan de définition de la fonction Q(J, /). _
(b) Plan de définition des fonctions P(E, I) et PT(E, !).
(a) Plane of definition of the Qf 1, unction.
(b) Plane of definition of the P(E, and PT(E, ) functions.
o
1 Al slicnidal conci 1 > =
ol r est la distance a l'axe du rayon hlcln.m\‘..-._ consi- a7 I ‘ bk 2D 20 | K(i'_) _
déré. La remarque précédente est Importantc cdar : 2! Y 2
elle montre qu’il est il‘lll?llfe ‘_l_‘assurcr la cnndlluluit | | _. 20 >0
Ji(1 0) = 0. Il suffit d’imposer la condition 295) J 57 g
O(E = A) = 0.
et [voir 1'équation (A-I 14 b)]
(29 K= ®R— ZI.
IV. CAS DES CORRELATIONS Nous vérifions dans ce cas particulier des corréla-
MICROSCOPIQUES tions microscopiques que J,(/ = 0) = 0 pour tous
Q régulier. En effet, on peut montrer que, si IE = {1,
alors K

Dans le cas o la corrélation de la courbure est
microscopique (spectre plat), les coefficients de dif-
fusion sont donnés par les équations (A-113), (A-I 14),
(A-I 15). L’équation de diffusion est alors

dJ,
00 ¥/ J, 0.

oz Bl o Dans as des corrélations microscopiques, il
est utile d’utiliser, a la place des variables 1, / les

V. PASSAGE AUX PARAMETRES E,/

(28)

oll nous avons pos¢

6/13
1-2
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“asabies £ L Nous avons alors deux choix possibles
oows 12 nouvelle fonction. Nous pouvons définir
== fonction

30) Pi(E, I, z) = QII(E, 1), 1, z],
ou uns fonction

ol(E, I)
dE

B31) P(E.12)= Ol(EI.I 7]

= Z(E, ) QlI(E. i), I, z},

qgui conserve la probabilité totale. On peut montrer
gue P° et P obéissent a des équations mutuellement
adjointes.

La premiére fonction (P?) obéit a I'équation de
Fokker-Planck inverse, tandis que la seconde fonc-
tion (P) obéit a I'équation de Fokker-Planck directe.
D'aprés la définition de P, la puissance totale en z
est obtenue en intégrant P(E, /, z) dEd/ dans le

domaine de la figure 2 b.
1 g

Pour passer de I’équation en @, (28) et (29) a
“cguation en PT, il suffit d’appliquer des dérivations
1 chaine. D’aprés I’équation (30) nous avons

32) O, 1. z) = PHEU ). 1, z).
Jonc
20 Pt
“ -_—— =
X a) Oz dz ’
30 Pt DE
%) ol ~ oE oI’
20 oPIE oPt
13 o = :
3¢ R T
appeions que
o 21
9 S A
Donc
DE OE
(35 B =t =
33) =7 =0z

En effectuant ces transformations, nous obtenons
pour P! une expression remarquablement simple,
(36) Y '0Pi|oz = OPIRE + (E—U) O*PHRE® +

I R 2Pt IbzP-‘

27 7 T C?ER;U
Cette forme de I'équation de Fokker-Planck sera
utilisée chaque fois que nous nous limiterons aux
corrélations microscopiques.

VI. PHENOMENES DEPENDANT DU TEMPS

Si O dépend du temps, parce que la source est
modulée, le calcul de la réponse temporelle de la
fibre peut-étre faite de deux facons différentes, mais

713

strictement équivalentes, Premigérement, nous pouvons
considérer un ensemble de trajectoires de rayons
dans la fibre perturbée et intégrer le temps de parcours
¢lémentaire dsfu le long de ces rayons, ol ds repré-
sente |'arc géométrique élémentaire, et u la vitcsse de
groupe locale. Cette premiére méthode permet d’éta-
blir facilement, par application du théoréme des
limites centrales. que la réponse temporelle (et fré-
quentielle) est gaussienne pour d2 grandes longueurs
de fibre. Ce théoréme suppose la stationnarité du
processus, mais cette condition est remplie asympto-
tiquement pour les trajectoires de rayons dont I'éner-
gie £ n'excéde jamais A. Deuxiémement, nous pou-
vons généraliser I'équation dz Fokker-Planck. en
remplagant dQ/dz par aQfoz -+~ v;' 2Qf0r. ol
ve([, [) est la vitesse de groupe moyenne associée
au rayon de paramétres /, /. Formellement. ce terme
supplémentaire vient de ['équation de Liouville
spatio-temporelle qui s'écrit. en |'absence de dis-
torsion, et moyennée sur une période de rayon
d@ dQ 2Qdt

(37) O_E_Oz T

En effet, par définition, v, = dz/dr.

Pour résoudre I'équation de Fokker-Planck modi-
fice, il est commode d’effectuer une transformation
de Fourier en bande de base et de poser

L

I
(38) QU.L:.;)=2—_\ O 1. 2. Q) 19 dQ.

Puis. de résoudre I'équation en ¢ qui, maintenant,
a des coefficients complexes.

L’équation de Fokker-Planck dans l'espace-temps
présente en général des solutions stationnaires de la
forme

(39 O 1, z, Q) = O, I, Q) exp[— 1a(2)z],

ol 2, () est la perte de microcourbure réelle du mode
statistique d'ordre m (qui symbolise deux indices :
m et m, , puisque le probléme est bidimensionnel).
La bande passante Q,/2 = de la fibre, définic & 3 dB
en puissance optique, correspond évidemment a
exp Pa(Qs)z] = 2.

En définitive, la solution générale stationnaire de
la propagation dans une fibre optique soumise a des
microcourbures est donnée par I'équation aux valeurs

propres
HQ == }~Q!

ol l'opérateur H, qui est autoadjoint, a la forme (*)

(40) M[uE 0 ) =i Qv = Dl i
(Gbagoar) =1V S Pehifd o)
d 3 d > 2
L'\_)' DI 1) a—]— a’l D[l 1) a + f}_f DL 1) E_f} A

i*) Du fait que I'opérateur H est autoadjoint au sens des
nombres complexes, il résulte que I'intégrale de @0, (sans
conjugaison complexe) sur tout le domaine I, /, est nulle si
m, m' correspondent 4 deux modes statistiques non dégénérés.
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et dépend de quatre fonctions de Zet /2 vi", Do, D,
et D, faciles & calculer. La seule condition aux limites
a imposer a @ est O(Z, (A, 1), I, Q) = 0. Dans cette
formulation, Q joue le role d’un paramétre.

En I'absence de déformation (Dy = D = D; = 0),
|'équation de départ

30

=1 ol "‘
dz -iQ g ”*”Q

(41)

a une solution évidente, et la

O(z. Q) en z

puissance totale

42) 0 Q) = \\ exp [iQvy (1 1) 2] I dl,

est une fonction du seul produit {z. Ceci montre que,
en l'absence de déformation, la bande passante est
inversement proportionnelle 2 la longueur = de la
fibre. On peut montrer que, par contre, en presence
de déformations fortes, la bande passante est inverse-
ment proportionnelle 4 la racine carrée de la longueur
de fibre [6]. Cette question sera analysée plus en détail
dans un autre article.

Vil. CONCLUSION

Nous avons montré qu’il était possible d’obtenir
une expression analytique simple et générale (22) et
(23) qui décrit l'effet des microcourbures sur la
propagation dans une fibre multimodale. Non seule-
ment I’expression obtenue est plus simple que les
expressions obtenues précédemment par les théories
modales. mais elle est plus rigourcuse. Dans des
publications ultérieures, nous ¢étudierons en détail
I"aspect temporel et nous ferons I'application de la
théorie générale aux fibres 4 saut d’indice et aux fibres
a grande capacité. Dans le cas des fibres a saut d’indice
nous donncrons des expressions analytiques exactes
pour les coefficients de diffusion D, ., D, ., D, qui
s'introduisent dans 1'équation autoadjointe de Fokker
Planck. Celle-ci est résolue analytiquement. Si le
spectre de microcourbure a la valeur constante ¥, les
pertes de microcourbure stationnaires sont égales a
6,27 /A dB par unité de longueur [10]. Ce chiffre peut
&tre comparé a celui des fibres a profil guadratique :
7.9 v[A dB par unité¢ de longueur. Pour les fibres
3 saut d'indice. nous monirerons que le produit
R2¢ défini dans le texte est égal a 0,74 dB. Ces résul-
tats numériques fondamentaux feront I"objet d’expli-
cations détaillées [10]. Notons que la comparaison
entre les résultats théoriques et les résultats expéri-
mentaux reste difficile, en dépit de nombreux efforts,
car la déformation de fibres cablées ne peut pas étre
mesurée directement.

Manuscrit regu le 23 juillet 1979

accepté le 26 novembre 1979.
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devient trés petit avant que les limites du carré de
surface (Az)? soient atteintes (sauf peut-étre lorsque
la densité spectrale du processus décroit trés vite
avec la fréquence spatiale de la déformation, cas que
nous excluons).

En introduisant la densité spectrale G(«) du pro-
cessus C(z), densité réelle, positive et symétrique

ANNEXE 1
Calcul des coefficients de diffusion D;
pour une fibre microcourbée

Soit ! et I le moment angulaire et I’action du rayon, ALS)  Gl) = Gl—u) — -\m N et i oint

définis par les équations (10) et (12 a) du texte. Les J-=
coefficients de diffusion Dy, D, et D, qui s’intro- - ct en utilisant |’identité
duisent dans 1’équation de Fokker-Planck sont défi- * 4o
nis par (voir plus loin) : \ exp(2miux) = 3(x).
(AX1 f}” ou d8(x) est la distribution de Dirac, nous obtenons
Dy = 5 lim < [[(Az) — I(O))? >/Az, done |
“ Az {A-—] 6 a) P }_: ]-;(,'s ,
(A-11 b) J L v 25
o ;
D, = 5 lim < [I(Az) — (O] [/(A2) — (0] >/Az, v @ (A168) 206, =Gufte) + Golit)
= Ar—=>0 - vy - - I
(AL 10 Cette quantité est indépendante de I'orientation des
ol axes x, y, car la trace d’une matrice soumise a une

transformation orthogonale est invariante. Comme
ceue: trace est la seule quantité du premier ordre
en I" qui soit invariante, on devine que les déforma-
tions .de la fibre seront caractérisées par la seule
guantité¢ G.. + G,, = 2 G.

1

D, == lim < [I(Az) — I(0)]* >/Az.
2 Az—0

11 faut comprendre que, bien que Az tende vers zéro,

Az reste beaucoup plus grand que la période Z des

rayons. En effet, les déformations que nous consi-

dérons sont si faibles que les changements de / et de / Calcul de D, .
sont petits pour une distance Z. Néanmoins, les effets De fagon similaire, calculons | effici
globaux sur des longueurs de fibre de plusieurs kilo- s (A 15 en uﬁlisar; T'I;Xpl‘:ss?j;rﬁz::n:i”gi
métres peuvent étre importants. (1 & z
Calcul de D, . Daprés (11 b), nous avons : (A-17)
i
5 1) = , g

(A-12) o D, = 3 j:m HiAz) — [(0)] [{(Az) — K0)] =>/Az
[(Az) — [(0) = \ [x(z") C(2") — ¥(z") Cu2")] d2’, ) '| *az raz

] == : Ill!T! =1 = [.T'CI) B Jer.c.t] 5

et. en supposant que lon puisse intervertir intégrales l:; ° (Zx" - @ o C.' Jo Jlo
X T y)le ¢ (Zv"

- _» o
et moyennes d’ensemble Ox") CJ] > dz’ dz”.

(A-I 3) Aprés a\;ow fait une movenne sur 8, en utilisant (20)
I > Ax et en faisant comme précedemment |'hvpothése gue
Dg = = limAz™! \ dz’dz"[x’ x" T,(z" — 2") + I'(Az) Z < 1. nous oblenons -
=~ Az—>0 0 G0 ey
Y Pt — 27— Xy T2 —2")—y X", (2'—2z7)), (A-18) D, = I fim Az—* s -
¥ xx v Ay 4 xy 1 = o im \ \ ‘__—_.F'].‘,
: < ’ T < 8z >0 Jo o .
ol nous avons posé pour abréger x(z') = x'. x(z) = y ok Qe 8"
Os{sTH S = d=,

x" etc. et les I sont les coefficients de corrélation des

C [voir (21)}). car 2w u, Z— O = 2= 5. d aprés la définition de u,

Comme la trajectoire du rayon subit une précession - Finalement, en introduisant la densité spectrale. on
uniforme autour de I'axe z, sauf dans les cas de dégé- | obtient
nérescence que nous excluons pour linstant, nous ' (A-1 9) D :_[ e
pouvons prendre des moyennes sur I'angle initial B . Lol E 2n s K, .
du rayon et utiliser les résultats du chapitre II. Dans ) Calcul de D, .
ces conditions |
! "az (Caz (A110) Dy =35 lim < [/(Az) — J(O)* > /A=
Ad4) Do—:3 FlimAz-t\ \ cos@rul)x 9 sy /
45 Az—0 L0 0 1 | A *Ax TAz
~ ¥y I A = im / :-—l \ - Z.r A 7! iy
[al®) + D) dz'de”,  lim Azt T\ < [(Z¥ + o) €
oil, comme précédemment, { = z" — z'. Nous obser- (Zy' — dx') C)] »
vons en outre que I'(Y) décroit lorsque 2 croit et [(Zx" + Dy") CI + (Zy" — Ox") C!] > d2’ d=".
8/13 9/13
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Prenant la moyenne sur 0. utilisant les équations (20)
et observant que 2z u,Z — ®)? = (27 5)* nous
obtenons

|
(A-1 11) D, = 22(2:::)2 FG

de telle sorte que D, , D, ., D, peuvent s’écrire sous
la forme

[
(AT12) D, =3;ZQrs)fFG, k=012,

qui est I'équation (23) du texte.

_Dans le cas ol la corrélation de la courbure est
microscopique, le spectre est uniforme et nous posons
G, [défini par I’équation (A-1 6 b)]. égal a une constante,
Y- Plutét que de sommer les sommes infinies de
l,’equa.ti(m (A-12) il est préférable de revenir aux
équations (A-3), (A-7) et (A-10), en posant I',\(¥) =
T@(C), L0 = v, 3(%), (@) = 0, ot 3(.) est la
distribution de Dirac. Nous obtenons alors immé-
diatement

|
Dy = ET R,

(A-I 13)
ou ZZT = ‘:;: + Ty et R est la moyenne sur un rayon
de r* = x* + y® En procédant de la méme fagon
pour D, nous obtenons

I |
(A-1 14 a) = QT‘:Z"—‘DR}=—2~(K.
oul = u — yx est le moment angulaire du rayon
et R a été défini précédemment ; nous avons posé
(A-1 14 b) K = OR — ZJ.
Enfin,

I
(A-I'15) D, :-27[222(5—U}+Q12R—2(DZ!},

oll nous avons introduit la moyenne U sur un rayon
de la fonction potentielle U, avec

(A-L 16) 2E—U) = ¥ 1 52

D;ns_ la formulation du chapitre II1, toutes les quan-
tites introduites (y compris E), doivent étre exprimées
en fonction des paramétres J et /.

.L expression en (A-15) peut étre simplifiée si nous
observons que
(A-117)

2ZE—U)=1+10.

Nous avons donc
) |
(A-1 18) D= 3 v(OK + Z1),

le parametre K étant défini en (A-I 14 b).

Sans réétablir ici la théorie de 1'équation de Fokker-
Planck, ce qui nous entrainerait trop loin. nous
voudrions donner quelques indications concernant
la“justiﬁcation des relations fondamentales (A-I 1)
déja utilisées. Pour simplifier, nous considérons une
seule variable, /. O est donc une fonction de /et de z.
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Supposons que O(/, 0) = 3(/ — 1) ce qui veut dire
que la valeur mltlale lo de 7 est connue avec précision.
Pour z > 0, O(1, =) évolue selon 1’équation

OQ 00

(A-119) o -:il D) — i

Il s’agit de montrer que

(A-120) D) =; lim < [{(Az) — H0)]® >[Az.

2 Az—>0
D aprés nos hypothéses, 7(0) est certain et a la valeur
Iy . Nous pouvons donc réécrire le membre de droite
de (A-I 20) sous la forme

Al2) D=2 - pe B i
( Z } (}"hzdz‘g— (-)-;'_ﬂa:“-« (Z)==,
Ces dérivées et D, sont évaluées en / = [, . Par
définition

(A122) < PE)> =\ oW 2)dl.,

(A123) < Iz)> =\1Q(,z)dl.

En dérivant sous le signe somme et remplagant
dQ/dz par son expression en (A-I 19), nous obtenons
\ d do
12 R
(A-1 24) \(2! ol ) 4 2 "4 4
En intégrant le membre de droite deux fois par parties
(Q ou dQ/dI étant nuls aux limites d’intégration),
nous obtenons bien D(f) a droite du signe égal de

(A-124), ce qui démontre l'expression (A-I 20) de
D(I), si I'on admet la forme (A-I 19).

ANNEXE TI

Détermination de I’équation de Fokker-Planck
a partir de la théorie des modes couplés

Nous voulons montrer que la puissance O(/, /. z)
d/ d/ transportée par les rayons dont ['action est
comprise entre / et I -+ d/ et le moment angulaire
entre [ et / + d/ obéit 4 I’équation auto-adjointe (22).
ol Dy, D, , D, sont des fonctions de / et de 1. Ce
résultat peut étre obtenu sur la base de la théorie
des rayons en considérant la perturbation de la fonc-
tion hamiltonienne par la déformation de la fibre,
comme |'a proposé Shatrov [8]. sans toutefois donner
les détails de ses calculs. Nous allons montrer comment
ce résultat peut étre obtenu a partir de la théoric des
puissances couplées proposée initialement dans le
domaine de |'optique par Young [11]. Cette théorie,
incidemment, est formellement identique 4 la théorie
développée en 1928 par Pauli dans le cadre de la
mécanique quantique (voir Van Hove [12]). Dans
le probléme d'optique qui nous concerne les coef-
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ficients de couplage sont symétriques, ce qui n'est
pas le cas en général en mécanique quantique ou dans
le probleme d'optique si les pertes différentielles
sont trés élevées (voir Marcuse [13]). Il résulte de la
symétrie des coefficients de couplage que I’équation
de Fokker-Planck peut étre écrite sous forme auto-
adjointe si I'on prend comme variables indépendantes
les nombres de mode. ou les variables /. / qui leur
sont proportionnelles.

En accord avec la théorie de Young, nous postu-
lons donc que la puissance couplée par unité de
longueur du mode m au mode m" est proportionnel

a la différence 0, — Q,  des puissances avec un
coefficient de couplage
(A-Il I} dmm’ — dm'm L]

qui restent a calculer pour des déformations données.
L’équation des modes couplés s’écrit donc

de
(A-II 2) _d., e mem L Z f"m'm{Qauu" — Qm)

si les pertes du mode m sont notées =z, . Ce terme de
perte sera omis dans la suite pour alléger.

L’indice m qui repére les modes guidés est en fait
une notation condensée pour m, , n1, (ou ., %) pour
une fibre dans I'espace a trois dimensions. Si main-
tenant nous écrivons les indices entre parenthéses
et omettons les virgules de séparation pour abréger,
(IT 2) devient

<
- Otmymyz) = 3 d(mymymimy) *

os mim
[Qm, myz) — Qmymz)].
D’autre part. nous définissons la quantité
(A-Il 4) 4., (m; niy)
= dlmy — 5, (2. m, —s,[2. iy + s, /2, W + 5,/2),

(A-I13)

o les m = (m — m')[2 représentent les nombres
movens des modes couplés considérés, et les s = m' —
m les écarts. En raison de la réciprocité (A-I1 1), nous
avons

(A-I1 5) dy Ay M) = d_g (M, my).

Nous supposons maintenant que les modes sont trés
denses et que s, , /71, peuvent étre considérés comme
des variables continues. Nous pouvons alors développer
d(m) en série de Taylor sous la forme

Ad,,s, 51
s, + om, 2
¥ds,s, 5
Diﬁ'z 2

(A-I1 6)

dim, m. m; m;) =

De la méme fagcon. développons Q(m) en série de
Taylor

: 20 20
(A-IL 7) (m, m,z) = Lt el
. Olmy myz) = 0 i 51 6—25_ S8
12%0 020 Q
S i S et 4— Pyl
= dmy om, dm, m?
10/13
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ol les dérwées sont évaluées A m; = m, , my, = M,
et sont des fonctions de z. Nous substituons main-

tenant les développements de d et O en (A-IL6) et
(A-11 71 respectivement, dans I’équation des puissances
coupiess (A-I1 3), ou la somme sur m, , m, est rempla-
coe par une somme sur s, , 5, . En raison de la symétrie,

A-11 5). il suffit d’effectuer la sommation sur les valeurs
de s, ., 5, représentées par des points sur la figure A-IT 1.

m,

Fic. All-1. — Plan du nombre des modes m, , m, .
En raison de la symétrie des coefficients de couplage en puissance,
il suffit de considérer le couplage du mode représenté par une
croix avec les modes représentés par des points.

Fic. All-1. Plane of the mode numbers my, m,.
& ause of the svmmetry of the pawer-coupling coefficients
; *\‘ruuu to consider the ecoupling of the modes shown
o cross with those modes shown by black points.

Cefte sommabion réduite est représentée: par des
crochets astoer de s - . En nous limitant aux termes
du second ordse nous avons
. D - A
Adg) ey . eS| M@{l) X
02 ool am, 2 om, 2
20 20 1329 ,
| o b _'|-| T T o b' ——
2, s - 2om? !
1 N2 \
e 5o o) +
om, daw % 2 dm?
\:: o 71 "-\dl-'..\; 82
(d"’ - bn‘ - o, 2 ) S
(' 0] %@ 120,
—— = s 51
om, ! *\nh 2 dm;
0?0 12°Q .\
—_— 58+ = —— 53
Am, Om, 2dm;

Aprés simplification nous obtenons
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20 d 20  d 20

- Dy — D=t
LisHE 2z omy om,  om  '“om,

d 20 20

dmy  2tom,  omy, Pom,’

si Nous posons
Dy —yid

\]-&‘a
ISLJ;]

(A-I1 10) Dy, = D,y = X d,, 5152,

[552]
Dy, =3 di.z, $3.
[s;521

Dans la limite considérée des modes denses, et a
condition que les séries convergent, les termes d'ordre
plus élevé tendent vers zéro. Contrairement a ce qui
a ¢été affirmé par Marcuse [7], n'est nullement
nécessaire de négliger le couplage entre modes non-
adjacents pour obtenir une équation aux dérivées
partielles (au lieu d'une équation intégro-différentielle).
Nous avons obtenu une équation de Fokker-Planck
qui est autoadjointe puisque D,, = D,, .

Notons que les coefficients de diffusion D, ; peuvent
étre écrits

(A-IT 11)

1
=

“ Az
Az

[m{"«—‘* ) — m,((})]

D (my; m,) —
[mJ{Az) — m(0)] >[Az,

si, pour n'importe quelle fonction régulicére a(m,; , m;),
on pose

(A-IT 12)

< alm, my) > = \\ a(m, m,) Q(n; m,z) dm, dm, ,
oS

Q étant nul, ou de flux nul, sur le contour C de la

surface S définie dans le plan m, . m, .

On voit que pour une déformation quelconque
les coefficients de diffusion sont donnés par une
somme double. Dans le cas de fibres ayant la symétrie
de révolution les indices m, . m, sont remplacés
par les indices . « qui représentent respectivement
les nombres azimutaux et radiaux. Dans le cas des
microcourbures, la perturbation est, comme on l'a
vu dans le texte (3)

(A-11 13) C. = Cr(e® + e~'*)f2

Pour évaluer le couplage, on intégre le produit des
champs des modes et la perturbation C, . il en résulte
que seuls sont couplés les modes dont les ordres
azimutaux différent d'une unité. La double somme
de (A-II 10) se réduit alors & une simple somme.
La correspondance entre les nombres de mode =, w
et les paramétres de rayons /, [ est donnée par la
méthode WKB.

(A-11 14) gy,

= 2xnlfA; A= Aofng

ol A est la longueur d’onde dans le vide. Par ailleurs.
I"énergie E du rayon est reli¢ a la constante de propa-
gation @ par

(A-11 15) B=2x(l— E)k
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I

utilisant comme variables indeépen

lieu de = et
adjointe de la

- s 7 = L Al 5
D

pation (A-11 9) en
dantes I et [ au

T e e
.. On obtient ainsi une équation 4
. forme donnée dans le texte.

est dong facile de réécrire 1¢€q

ANNEXE HI

i iétés
Discussion des propri¢
de 'équation de Fokker-Planck

A fait générale
: ule (22) du texte est tout a e
Ld ff);?: est applicable a une _ﬁbre.ayam u;:;{,l::-,que
puisqu lconque €t une distortion que waih
d mfl":e e ar rapport 2 la longueur d f)nde 1'ale1e
miic g ‘une théoric des rayons soit app 1ca‘ b1'
e qudc: diffuseurs de dimension compara ri
Pi}zs‘i;iqi?ur d’onde, le rayonnerger;} Zii:eiuf;:ef??e
; N ‘roi irection de 1 © ;
" ‘VO‘iSi“agrE ?;E:':gjel:t?:;g;? une équat_ion intégr:(-:
p ﬂ’mm' 1:;‘5“-) Cette formule (22) est établie en a:‘u:je[,ne
dlﬁ'ere‘n'ue ?1"une théorie modale. Il est p(fl:lt étre i
il] : ;;;ifcr que la forme classique de |"équation
er

Fokker-Planck est

20 ) ~
@B M[fltn’)Q]

4\2
L ) 0.
seule variable, I, pour

o ~onsidére une riab
oll nous avons consid sk ]

lifier, au lieu des deux va

simp
Il est clair que la forme

8 2 Dm??\ :
ALY TRl ol

eci i e
2 scial de la forn
S ¢ est un cas sp
g avons obtenu
que nou

générale (A-II1 1) avec
(A-111 3) B(I) = 2 D(I) :

Un rayon est défini par sa position x et 4 pe;;esé;
i I'I‘I'd? ar un point dans ’espace des P =
it Zce il décrit en fonction de z une cqur}mrl
Dﬁnﬁlceae‘é]: Ia' surface est ["action I (égale a 4
fel'me? 'O“modaie. si m est l'ordre du mode ezt r;és
o ‘heomd’ nde dans le milieu, a un terme 1.[ P 5-‘;
ey {‘) importance ici). Il faut bscn_ voir que
e ratiquerhent inchangée pour une
S e périeure 2 la période z du rayon

A(l) = aDih/dl.

qui est
valeur :
distance axiale tres su
en raison de 1a petn}zs:s«::m
1 § consider ger
?il! fi(emi 2235 obticndrgns des mfo 3;2:7
valeurs de x, X compatibles avec 1d

¢ une tres légere

ar ils ont le tem
Z‘::njsisl'esmcc des phases pour 1o
peut aussi invoquer |

nt que !
1(1}2 i:?}nsicéérer des r!'todes. qui
dans 1'approximation
isolés, mais par des congru
mément distribucs le long
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des déformations considéré:es.
fluctuation

it toutes les
de I choisie.
@ de la trajectoire
g’étaler le long
P ute valeur de Z. O’n
e fait que les rayons cout;ld_ercs
i *il est plus physique
ractions et qu'il _ '
g doivent étre représentes,
wkB, non pas par des rayons BCE
ences de rayons unifor- i
i st ;
d’une trajectoire de 'espace

E

il y a la assage
des phases. 11 faut reconnaitrisq;cﬂrgvi;a;r;lé)mOdii
. délic}}:’ :3‘-"1;‘:‘ 11'?1::;312;?11&1. au n-iveau statistithllf:._
ot }fhgdes de rayon et les méthodes on ll'd.s
e Sl es difficultés sont d ailleurs sou‘hgneet
e mﬂ;i de mécanique statistique classique cr
g 1'85 t'-"dllfﬁ but de cette discussion est de montrt]:1t
qtli'ljltiqU& : t de caractériser un rayon seuicmf.
i COTl:i:e 7. et I'évolution lente de ce para_n:iuni
pirtjgnzilii?:fle o ‘plutfn que par I’évolution des deu
e -
e e} xiusieurs reprises souligné le fai;: quet

”NDUS‘ avogz dFIZ}kker-Planck obtenue lA-l.ll Fglcc;.a
Liggjéiz?nte, lorsqu 'elle est exprimé(izccier} ef (; E::l;lc:ir; -
: < NS -
o indli?}zng(?:;‘:iinpgsimzit: formellc.mcmi aut{:(—r
L{;Tci\i:ﬁ:e.s‘. elle est inchangée 1?r5q;;_:a Il do‘:lngul:ec;ﬁ
I’Ofdl‘e o opé:'?;iu:;a{:g}: 1& gén:f des opzéra{eur; duer
Pf'eﬁem_} = %ugl _. —dJol dans le cas présent). o5 ;
dET’l\’aliOI"l ( '[t'on soit autoadjointe, il faut que Es:
it lx limites soient également gd]{{lntc t
COﬂdllltJ“Sh a1;11'1diticms sont réunies, les SDl'u‘tl()ﬂb’ sonn
o chlcs dans un sens qui va étre preus§ par u{1l
e ficit; Les modes statistiques AssSOCICS
(I:J:;:ll:mc;r‘l) (A-1112) sont définis par
g D) Ejg_"_' !
dl dI

(A-111 4) — KO =

avec les conditions aux limites

dQIII
D) 4y

ons la relation d’orthogonalite

(A-111 5) _0.1=0: Onlmsd = 0.
Démontr

== N,

Qm‘ 0.(1) QD & = 0, m #
1]

o

(A-I11 6)

Pour établir ce résult
- L ~ e
: écrivons une r ‘
par O, ;
m et n, retranchons membre a
/. Nous obtenons

sur .
y - Laf
AT () Bn 0.0

*lmax

\[:

Le membre de droite
parties €n raison des €O
Donc 1'équation (A-111 6}- es
Notons en outre que Sl n.jumz o =
riable indépendante E au lieu de [, G
: ;tilisons comme variable dépendante,

4O’ d

est nul par 1nt
nditions aux limites (A-111

(A-111 B) PHE) = Q(I(E))
soit
(A-111 9) PHE)dE = O(E)) dl,

la relation d’orthogonalité devient

(A1 10) pi(E) PAE) dE =0, m7F

at. multiplions i‘équatiqn (A-Il% 41
|ation similaire en ec.har‘lgcdn
membre et integrons

(p \df.
0.4 (0%%) — 0 (2%%)

intégration par

5).

SR g
t établie si Am 7 fu-
choisissons comme

Z-:

n.
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Nous avons vu dans le texte que, pour le cas des
microcourbures. le coefficient de diffusion D est nul
en I = 0 (on peut conjecturer que ce résultat est
général). 1l en résulte que pour satisfaire la condition
de I'équation (A-IIT 5) qui exprime le fait qu’il n'y
a pas de flux de puissance (ou de probabilité) vers
les [ négatif. il n’est pas nécessaire d’imposer la
condition dQ/d/ = 0 en I = 0, si Q(/) est régulier
en ce point. La condition essentielle est que Q0 = 0
lorsque / atteint la valeur /., au dela de laguelle les
pertes sont non nulles (mais pas nécessairement
infinies). Contrairement & ce qui a parfois été dit
dans la littérature, nous pensons que la condition
O(f = I...,) = 0 est la condition a la limite correcte
a appliquer, dans la limite des faibles déformations
(yZ —= 0), méme si les pertes ne sont pas infinies
pour I > I, . Rappelons que nous supposons les
pertes nulles, en I'absence de déformation, lorsque
I < I,.. . On peut évidemment se demander si dans
les cas pratiques ol les pertes de microcourbure sont

de I"ordre du décibel par kilométre on peut considérer
que la déformation est suffisamment faible pour auto-
riser ["approximation O(/ = I.,,) = 0. Nous pensons
que c'est le cas pour les fibres 4 deux dimensions
car les rayons réfractés ont des pertes qui augmentent
trés vite lorsque / excede /,,,, . mais ce n'est peut-étre
pas le cas pour les fibres ayant la symétrie circulaire
car certains rayons ont des pertes trés faibles. Quoi
qu’il en soit, nous ne considérons ici que la limite
mathématique vZ — 0. Nous avons montré que le
rapport Q(/,..)/@(0) tend vers zéro comme une
puissance 2/5 de y. Les détails du calcul cependant
ne seront pas donnés ici. Une explication physique
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plausible de ce résultat est la suivante : quand la
déformation est trés faible, une augmentation de.
disons un pour cent. de / nécessite une distance axiale
trés grande. Sur cette distance, les pertes totales sont
trés grandes méme si les pertes par unité de longueur
sont finies, et en fait tendent vers |'infini quand ~
tend vers zéro,
Avant de conclure cette annexe, essayons de pré-
ciser la notion de modes statistiques. Ces modes
apparaissent naturellement parce que les coefficients
de diffusion D sont indépendants de z, par séparation
des variables. Ils sont obtenus en posant : Q(L. z) =
Oull) exp(— 3n2). Qn(l) étant la fonction propre,
et 2, la valeur propre (ou perte de microcourbure).
On obtient ainsi toute une suite de modes statistiques.
dont seul le premier est partout positif, Certains
auteurs en ont conclu que les modes statistiques
supérieurs n’'avaient pas d’existence physique indivi-
duelle, mais pouvaient étre utilisés seulement dans des
combinaisons telles que la somme soit partout positive.
Nous pensons que tous les modes statistiques ont une
existence physique individuelle, si I'on tient compte
du fait que la gaine d’une fibre peut transporter une
puissance optique non nulle. Mathématiquement,
cela revient & ajouter aux solutions obtenues une
constante telle que la puissance soit partout positive.
Ce concept pourrait d’ailleurs donner liecu & une
méthode de mesure originale, dans laquelle on excite-
rait a I'entrée de la fibre la gaine (considérée comme
un réservoir presque inépuisable de puissance optigue),
mais non le ceeur. On pourrait alors étudier la fagon

dont le ceeur se remplit de puissance optique sous
I'influence des déformations.
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