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APPLICATION DES TECHNIQUES HAMILTONIENNES
AUX FIBRES MULTIMODALES

par
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ANALYSE.

— L’article montre comment appliquer les techniques développées par Hamillon au calcul de U'élalement

des impulsions dans les fibres optiques multimodales. En particulier, il donne une expression simple pour le
profil oplimal de fibres ulilisant un malériau dispersif. Le passage des coordonnées rectangulaires aux coor-
données eylindriques est fait sous la forme hamilionienne el sous la forme lagrangienne

ABSTRACT. — This paper demonstrale the application of the lechniques proposed by Hamilton to the caleulation of
the broadening of pulses in mullimode oplical fibers. The author gives in parlicular the optimum profile of
fibers employing dispersive malerials. The transformalion from rectangular lo cylindrical coordinales is made in

both the Hamillonian and Lagrangian forms
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1. INTRODUCTION

Le but de cet article est de montrer comment
appliquer les techniques développées par Hamilton
au xrxe siecle au caleul de I'étalement des impulsions
dans les fibres optliques multimodales. Le contenu
physique des équations de Hamilton étant identique
a celui des équations classiques des rayons, tout
résultat obtenu avee la méthode hamiltonienne peut,
en prinecipe, élre obtenu également par une méthode
plus conventionnelle. Cependant, le formalisme hamil-
tonien présente de nombreux avantagdes. Résumons-

5. Ce formalisme montre clairement le rapport étroit

—existant entre 'optique des rayons et 'optique des
ondes. En outre, il permet de formuler les lois de
I'optique géométrique des milieux anisotropes et des
milieux dépendant du temps de fagon simple. Mais
surtout, il met en évidence les constantes de mouve-
ment associées aux symétries du systéme. On montre,
en particulier, que la composante axiale du moment
qui s'introduit naturellement dans les
équations de Hamilton écrites en coordonnées cylin-
driques, reste constante le long d’un rayon si le milien
posséde la symétrie de révolution. Cette quantité est
appelée constante de Bouguer en optique géométrique.
(Zest aussi le nombre d'onde azimutal dans la théorie
des modes. Observons enfin que les équations de
Hamilton s'appliquent a4 la mécanique classique aussi
bien qu'a l'optique géomélrique. On peult Lraiter de

la meéme facon le mouvement d'une particule dans

angulaire,

un potentiel inhomogeéne et celui d’une impulsion
optique dans un milieu d’indice variable.

Pour des raisons a la fois historiques et expéri-
mentales, les traités de mécanique prennent comme
point de départ la fonection lagrangienne, définie
comme la différence entre 1'énergie cinétique et
I'énergie potentielle de la particule dont on cherche
a4 déterminer le mouvement. Le point de départ,
beaucoup plus général, utilisé en optique, consiste a
définir dans chaque région élémentaire de l'espace,
considérée comme homogeéne, une surface des vecteurs
d’onde. Cette surface, qui spécifie la longueur d’onde
dans une direction quelconque de propagation, est
bien définie si la longueur d’onde est petite devant
I'échelle des inhomogénéités. Dans la présente étude,
ulilisons la généralisation de la théorie de
ITamilton a l'espace-temps (veir, par exemple [1, 2
et 3].

Dans le paragraphe 2, nous rappelons les concepts
fondamentaux et nous précisons notre notation. Dans
le paragraphe 3, nous introduisons Uindice de réfrac-
tion n, et un indice de dispersion n, qui est important
dans les caleuls numériques. Le paragraphe 4 est
consacré aux milienx inhomogénes, et plus particu-
ligrement a la réfraction par un plan de discontinuité.
Nous écrivons dans le paragraphe 5 les équations de
Hamilton en coordonnées cylindriques. Enfin, un
probléme simple, mais trés important en pratique,
est traité dans le paragraphe 6 : celui de la détermi-
nation du profil optimal d’'une fibre oplique multi-
modale. Le lecleur peul, s'il le désire, lire en premier
lieu le paragraphe 6, ou les notations sont rappelées,

nous

* Aux Bezll laboratories, Holmdel 07733, U.S.A., détaché comme professeur associé au laboratoire des signaux et systémes,
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et revenir ensuite aux généralités qui précédent. La
forme lagrangienne de 1'équation des rayons n’'est pas
indispensable, mais elle est souvent utile. Nous I'avons
rappelée en appendice.

2. MILIEUX HOMOGENES
ET INDEPENDANTS DU TEMPS

Lorsque le milieu est homogéne et indépendant du
temps, l'équation d’onde est une équation aux déri-
vées partielles a coefficients constants. Cette équation
a des solutions d'onde plane :

(1) Yy, zl) = glaer + ayy + az — ),
=gla.x —fb,
= gX.X),

ou g est une fonction périodique de période unité.

Le vecteur ¥ = (x,y, z) représente un point de
I'espace et { le temps. La fréquence [ de I'onde est
I'inverse de lintervalle de temps qui sépare deux
crétes successives du champ en un point donné de
I'espace. Le vecteur d’onde @, de composantes rectan-
gulaires a, , a, , a; est perpendiculaire au front d’onde.
Sa longueur a, appelée la fréquence spaliale, est
l'inverse de la distance ) (longueur d’onde), qui
sépare deux créfes suecessives du champ 4 un instant
donné (*). Sa direction est celle de déplacement des
fronts d’'onde au cours du temps.

Nous avons introduit dans (1) les quadrivecteurs :

(2) X =(z.n 20,
-:I=(ﬂa:~ay=az,—”-

Dans tout ce qui suit, nous nous limitons aux milieux
linéaires pour lesquels la fonction g est sinusoidale.
A un terme d’'amplitude et de phase prés, le champ
est (Fig. 1) :

(3 Y= 4,7, 0) = sin [27(azx + ayy + @z — )] .

Si I'on fait varier la direction de propagation, la
fréquence f étant fixe, 'extrémité du vecteur a décrit
une surface appelée surface des vecleurs d'onde. Cette
surface, qui joue un rdle fondamental, peut étre
obtenue assez facilement une fois que I’'équation d’onde
a été spécifiée. Nous écrivons la surface des vecteurs
d’onde sous forme implicite (**) :

(4) H(A)= H(az,ay,0z,f)= 0.

Notons qu'une surface peut étre représentée par
différentes fonctions. Les résultats physiques sont

(*) Certains auteurs ulilisent, au lien de a el f, les quantités
k= 2ma et w = 2xf. Les expressions oblenues en ulilisant
directement la fréquence temporelle f et la {réquence spa-
tiale a ont, en général, une signification physique plus claire.
C’est la ralson de notre choix.

(**) Exceptionnellement. dans cet article. la fonction et
Topérateur seront désignés de la méme fagon.
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indépendants de la forme H(A) choisie pour repré-
senter la surface des vecteurs d'onde.

Fic. 1. — Champ 4(x. ). La fréquence [ est Pinverse de

période temporelle 7. La fréquence spatiale a est l'invers.

de la période spatiale, cu longueur d'onde 3.

En I'absence de contraintes mécaniques, la plupart
des verres sont isotropes pour la propagation électro-
magnétique. Dans les milieux isotropes, le vecteur
d'onde a la méme longueur, a, pour toutes les direc-
tions spatiales de propagation. La surface des vecteurs
d'onde est done une sphere de rayon a :

() @} + af + ai— axf) =0,

la fréquence spatiale a étant une fonetion généra-
lement quelconque de la fréquence f. Si a est propor-
tionnel a f, le milieu est dil non dispersif et l'on
éerit

(6) a= ffv,

ol » représente la vitesse de déplacement des front

d’onde (vitesse de phase). D'une maniére générale,

un milieu est dit non dispersif si la fonetion H{}i')
en (4) est telle que H(xA) = eH(A) pour tout nombre s.
La fréquence [ est alors proportionnelle 4 a pour
toute direction fixe de propagation.

Etudions maintenant le concept de rayon. Suppo-
sons que l'on limite la largeur d'une onde plane au
moyen d'une ouverture grande par rapport a la lon-
gueur d'onde. On constate que I'onde transmise a
travers l'ouverture n’a une intensité importante que
dans une direction qui. en général, n'est pas celle du
vecteur d'onde. La décomposition spectrale du champ
aprés l'ouverture fait en effet apparaitre un paquet
d'ondes, de wvecteurs d'onde wvoisins, a4 la place de
'onde unique incidenle. La construction géométrique
de la figure 2 a montre que la distance entre les crétes
successives du champ est la méme pour les différentes
ondes de ce paquet dans une direction particuliére,
perpendiculaire a la surface des vecteurs d'onde.
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¥ or I 0z
(8 —=2da, ' —=20,: —= 2da,.
) d6 Y. ¥’ dg F

Fig. 2 a. — Crétes d'une onde plane harmonique dans un
espace a deux dimensions. La longueur d'onde A dans une
direction oblique est obtenue en projetant le vecteur d’onde
sur la direction considérée.

— Si nous appelons E)?E,-'bo cetle direction, nous avons
donc (*) :
dx  H(a,f)

@) % o8

dont la premiere composante est, par exemple :

or dH(ax,ay.a;.f)

06 Ot

Un rayon est défini sous forme paramétrique :
T = (o), c'est-a-dire par les trois fonctions scalaires
x = x(a), y = y(og) et z= z(g) du parametre o. Dans
le cas considéré d'un milieu homogeéne, le membre
de droite de (7) ne dépend pas de x, y ou z, et les
rayons sont des lignes droites. Rappelons que la
relation (4) permet de choisir trois des composantes
du quadrivecteur A, par exemple ay, a, et f. La
composante a, est alors déterminée (nous supposons
pour simplifier qu’il existe une et une seule solution

selle). L’équation (7) fournit la direction du rayon

“eorrespondant. La paramétrisation o, cependant,
dépend du choix de la fonction H(A) qui. comme
nous 'avons indiqué, n'est pas définie entiérement
par la surface des vecteurs d'onde. Observons aussi
que la position du rayon n'est pas deéfinie de fagon
précise, puisque 'ouverture a une largeur grande par
rapport a la longueur d’'onde. Cette incerlitude sur
la position exacle du rayon est inévitable, Pour rendre
plus précise la position du rayon, il faudrait rendre
incertaine sa direction (Ax Aa, ~ 1).

Dans le cas particulier des milieux isotropes, nous
substituons la forme (5) de H(A) dans (7) et obienons :

(*) Pour éviter ultérienrement des eonfusions, nous utili-
sons le signe @ des dérivées partielles méme lorsque la fonce-
tion dépend d'une seule variable [ici. ¢ pour » = x(g)| el
nous réservons le d droit pour la dérivée totale. Nous avons
par exemple pour une fonction A de x et a od a el a sont
des fonctions de o :

dH(z, a)/ds = (DH[dx) (dx[da) + (OH[Da) (Qafdo).
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Ces relations signifient simplement que le rayon a la
direction du vecteur d'onde. Le faclteur 2 n'a pas de
signification physique.

Nous généralisons 1'équation (7) 4 l'espace-temps
en remplacant  par X et a par A, X et A étant
les quadrivecteurs définis en (2). Nous avons done :

X dH(A)
(9) s SEE
06 A

dont les trois premiéres composantes sont identiques
a4 (7). La quatriéme composante de (9) est :
ol OH(ayz , ay , az , )

a9 S of

Si nous éliminons le paramétre g entre (7) et (10),
nous obtenons :

.
11 e
¢a YT v
olt nous avons supposé I'équation H(a, [) = 0 résolue
pour f= f(a). Le vecteur u= daxfdl s'appelle la
vitesse de groupe. C'est la vitesse de déplacement
du centre d'une impulsion optique. Observons inci-
demment que si le milieu est non dispersif, la relation
H(zA) = «H(A) implique, par le théoréme d’Euler

t
1
Crétes
T
I X
|
A |
|
|
|
I
T -+
WY T T T A e
b
Fia. 2 b. — Représentation dans l'espace-temps.

sur les fonctions homogénes, que A.0H/0A = H.
Nous avons par conséquent, utilisant (4) et (9),
(0X/[06). A = 0. La quadrivitesse est perpendiculaire
au quadrivecteur d’'onde. C'est ce que montre la
figure 2 b.
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3. PARAMETRES
UTILISES EN PRATIQUE

Pour des raisons & la fois historiques et expéri-
mentales, on utilise souvent & la place de la fréquence [
la longueur d'onde dans le vide :

(12) o= oif;
oi ¢= 3 x 10® m/s. Une fréquence de 300 téra-
hertz = 300 000 gigahertz, par exemple, correspond

4 une longueur d’onde de 1um. On utilise aussi
souvent l'indice de réfraction (de phase) :

(13) n=cfv ; v= fla,
et on définit I'indice de groupe :
(14) . fig=— Oju;) t—0ffoa

Il est utile pour les ecalculs numériques de définir
un indice de dispersion :

(15) n = ¢f\ou = ¢ D(aR(P) -

En l'absence de dispersion, n= n = ng.

L’'indice de réfraction n d’'un matériau isotrope
peut étre mesuré de facon précise par la méthode de
la déviation minimale sur un échantillon en forme
de prisme. Cette mesure est faite avec une source de
fréquence optique [ bien définie, obtenue par exemple
en filtrant le rayonnement d’une lampe a vapeur de
mercure.

La mesure de n étant faite a plusieurs fréquences
optiques, on peut déterminer les coeflicients A, , A, ,
Ay, L, L, I; de la loi de Sellmeier :

3
(16) A —1= 3 Ayl —m) 15 m = (lyfdo)>.

=1
Nous en déduisons par dérivalion Uindice de
dispersion :

3
(17) i —1=3 Ayl —my)2
y=1

Des valeurs numériques pour la silice dopée 4 I'oxyde
de germanium sont données en référence 1.

4. MILIEUX INHOMOGENES

Dans 'approximation de l'optique géométrique, la
relation (9) est applicable aux milieux inhomogénes
et dépendant du temps. On admet que :

dX QH(A, X)
de 24

s

(18)
L’argument X = (x,y,z. 1) de H dans (18) attirent
I’attention sur le fait que la surface des vecteurs d’onde

décrite par la fonction H(A) est peut-étre différente
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en différents points de l'espace et a différents instants.
Dans ce qui suit, nous supposons le milien indé-
pendant du temps. L’équation (18) montre que la
direction du rayon n’'est pas constante, en général.
Pour calculer la trajectoire du rayon, une seconde
équation est nécessaire, qui spéeifie comment le vec-
teur A varie le long d'une ligne d’univers : X = X(o).

Cette équation :

A dH(A, X)

Y % bR
est basée sur le fait que A est le gradient d'une fonc-
tion iconale. La démonstration sera omise (voir. par
exemple, la référence 2). Les équations (18) et (19)
sont les équations de Hamilton dans Pespace-temps.
Elles définissent complétement la trajectoire d’une
impulsion optique et son développement dans le
temps si les conditions initiales sont spécifiées.

Considérons, a titre d’exemple, deux milieux homo-
génes séparés par un plan et prenons l'axe z suivant

la normale au plan. Puisque les propriétés du milie

ne dépendent pas de x ou de y. il en est de méme de
la fonction H. Nous avons done, dlaprés (19) :

dazfoc = 0 , day[dc = 0.

Ceci veut dire que les composantes du vecteur d'onde
sur les axes r et y sont continues 4 la jonction entre
les deux milieux. Il est facile de voir que si les milieux
sont isotropes, cette condition est équivalente a la
loi de la réfraction de Descartes et de Snell :

n sin i = n’ sin i’

L.a loi de continuité de a, et a,, cependant, est
générale. Pour simplifier, on peut supposer que la
transition entre les deux milieux est progressive du
point de vue de l'optique ondulatoire et ignorer le
couplage enlre ondes de types différents.

Un autre exemple simple est celui d'une fibre
uniforme dans la direction z et indépendante du temps.
Dans ce cas. la composante axiale a; du vecteur d’ond’
et la fréquence optique [ sont constantes le long du
trajet d'une impulsion, quelle que soit la forme du
gradient d'indice dans les directions z,y. Dans le
langage de 'optique ondulatoire, a; est la constante
de propagation du mode associé au rayon.

Considérons les composanles spatiales de (18) et
(19).

o OH da OH
20) d¢ oa’ oo of
Ces deux équations définissent entiérement la trajec-
toire spatiale d'un rayon si le point de départ (x')
et le point d’arrivée (x) sont spécifiés (Fig. 3). La
fonction iconale de point S(x ; @' ; [) est le nombre
de longueurs d’onde le long du rayon allant de @’
47

. ¥ a
(21) S, 3, ) = / .7,

Dans le cas de milicux isotropes, on peut remplacer
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le produit scalaire d.dZ par ads, ou ds=|dz| est
la longueur élémentaire du rayon.

Le temps de trajet d'une impulsion allant de 2z’
a = est obtenu a partir de la condition S(z, x', [) — 1
stationnaire, c¢’est-a-dire :

(22) U(E, 2,y = dS(Z, &', NHIf -

"

front d'onde

a

Fig. 3 a. — Rayon allant du point Z' au peint ¥. Nous
avons présenté les fronts d'onde locaux par de pelites lignes
transversales. Lorsque le milien n'est pas isotrope, le vecteur
d'onde @ n'est pas, en général, dirigé suivant le rayon. La
fonetion iconale de point est le nombre de longueurs d'onde

de ' 4 7.

S (1 + df)

Sif)

b

Fic. 3 b. — Rayons allant de T' a4 ¥ a deux fréquences
différentes.

Observons que le rayon a la frégquence [ ne coincide
pas, en général, avec le rayon a la fréquence f+ df.
Cependant, le principe de Fermat, qui aflirme que
S(¥, ', ) est stationnaire si le trajet d'intégration
esl légeremenl perturbé par rapporl au lrajel d'un
rayon, nous permet d'ignorer cette difficulté. Si nous
remplacons § dans (22) par son expression (21), nous
obtenons :

s e e ¥
(23) mes )= / dsfu ,
JE
ol u = |i)ﬁb?f| est la vilesse de groupe locale dans

la direction du rayon. Ce résultat peut étre obtenu
directement & partir des éguations de Hamilton sans
invoquer le principe de Fermal. Il est évidenl d'un
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point de vue mécanique : le temps de trajet d'une
impulsion (ou d'une particule) est obtenu en intégrant
le temps de parcours élémentaire (dsfu) le long de
la trajectoire.

Observons que le temps de trajet (x, @', f) dépend,
en général, de la fréquence f. Lorsque la porteuse de
I'impulsion optique a une largeur spectrale non nulle,
il est important de connaitre la variation de [ avec f.
Celle-ci s’exprime au premier ordre par la dérivée
dl(x, x', fof. I est ici indispensable de tenir compte
du changement de trajectoire de l'impulsion lorsque
l'on passe de la fréquence [ A la fréquence voisine
f—+ df, car [ n'est pas stalionnaire (*).

Pour passer de la forme hamiltonienne (20) a la
forme classique applicable aux milieux isotropes, il
suffit de prendre :

(24) H(a,z)=ai+ af+ as —afix, 02 -

L’équation (20) montre que ds = 2 adg, ou ds est la
longueur ¢élémentaire du rayon. On peul éliminer a
par différentiation et remplacer a par (ffc)n. Nous
obtenons alors la forme classique de I'équation des
rayons :
(25 a) aL::i(ﬂT)—na—!—T-. T.E\'
ox ds 0s L dxy

L’intégration numérique des équations de Hamil-
ton (20), qui sont du premier ordre, est, en général,
plus facile que l'intégration de (25), qui est du
deuxiétme ordre. C'est 14 un avantage supplémentaire
de la forme hamiltonienne. Observons que la trajec-
toire des rayvons est inchangée si I'on multiplie n(x)
par une constante arbitraire.

Une autre forme utile de I'équation des rayons est :

oXF 1on?

(25 b) Tl

ol le paramétre © est défini par ds/or = n.

Cette équation ressemble a I’équation qui décrit
le mouvement d’une particule non relativiste dans
un potentiel — n?f2. Le paramétre t cependant n'a
pas, en général, la signification d’un temps de parcours.

5. PASSAGE
AUX COORDONNEES CYLINDRIQUES

La plupart des fibres optiques fabriquées aujour-
d’hui ont, au moins nominalement, la symétrie de
révolution. Pour de tels milieux, il est commode
d’utiliser un systeme de coordonnées cylindriques.
Nous notons ce systéme r, @, z, ol @ est I'angle exprimé
en tour, c'est-a-dire ¢ = gf27 si ¢ est exprimé en
radian.

(*) Le principe de Fermal est un principe de temps sta-
tionnaire seulement dans certains milieux.
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Donnons tout d'abord les formules générales de
transformation applicables aux systémes de coor-
données orthogonales. Soit a,,x, les anciennes
coordonnées, supposées rectilignes, et y, , y, les nou-
velles avec &, = &,(Y,; . U3) : &= XUy, Us) .

Soit a, , @, les composantes du vecteur d'onde dans
I'ancien systéme (variables conjuguées de x,,x,) et
by , by les variables conjuguées de y, , ¥, . Nous avons ;

e OF o O
(26) = 3)-',1'1 -+ o, s
0, . 2):1*._.3
P2~ dy, 4 oy, M
Soit :
(27) ds® = gy, (dyy)* + gox(dys)®,

le carré de I'élément de longueur exprimé en fonetion
de dy, et dy, . La fonction hamiltonienne s'éerit. pour
des milieux isotropes, dans le nouveau systéme :

H(by , by Yy 5 Ys) = 917" b}. K Q’-nlbz — b3y, Yo)
(28) by, . gs) = alxy(Uy 5 ¥+ Xo(yy 5 Yo)] -

Observons que ¢, et g,, dépendent, en général,
de y, et y,. Les équations de Hamilton ont la méme
forme dans le nouvean systeme et dans l'ancien,

Uy, Yoy by, by remplacant =, , x,, a;,a, respeclive-
ment. Nous avons done :

dy, DdH(B,y) dy, OH(E,Y)

T e (B
= 00 ob, 06 ob,
b, DdH(B,g) by H(E, Y)
o dyy 06

Appliquons ces résultats aux coordonnées cylin-
driques avec y, = r. Ys= @, les variables z, { el leurs
variables conjuguées «;, [ élant inchangées. Si nous
substituons :

(30) z'= 2 = picos (2wlL) s U = 25 = Iy SIn (2wy,)

dans (26), nous trouvons que b, est la composante
radiale du vecteur d’onde. Nous la noterons done a, .
La variable b, est la composante axiale du moment
angulaire 2z 7 ¥ d. Nous la noterons p. Cette quantité
a une signification particuliérement claire dans le cas
ot le milieu a la symétrie de révolution et le rayon
est un cercle de rayon r : g est le produil du péri-
meétre 27tr de ce cercle et de la fréquence spatiale a.
C'est donce le nombre de longueurs d’onde le long du
cercle. En optique ondulatoire, ce nombre est entier.

Pour une fibre uniforme el isotrope, la nouvelle
fonction hamillonienne (28) esl :

(31a) H(ar,p,az,fr,0)= at 4 (/2 7r)® +
@ — V[ 1, 9)
(31 b) b(f, r, @) = alf, rcos 2me, r sin 2my) .
Les équations de Hamilton (29) deviennent :

[l 2w 0z ol ob

or
B32) =20 — = —= 205 —=2D

06 o (2mr)® ' 36 0G b_f v
oay, 0 {2
— == 0 —(—] |,
05 or ) rr’ .
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Ces équalions montrent, en particulier, que si la fibre
a la symétrie de révolution, ¢'est-a-dire si dbfdp = 0,
alors (1 est une constante du mouvement [2, 5]. Clest
la constante de Bouguer. Nous voyons aussi que le
mouvement radial du rayon esL défini par les équa-
tions :
4

(33) %z = {_‘E; %—? = 2%2% 02 = D[, r) — (27 ),
qui ne font pas intervenir ¢, On appelle parfois b’ la
fréquence spatiale effective. Une Tois choisies les trois
constantes du mouvement p, a; et f, la trajectoire
du rayon est déterminée, 4 des rotations et trans-
lations arbitraires prés.

Une autre facon d’aborder le probléme du passage
aux coordonndées cylindriques est d'utiliser la formu-
lation lagrangienne rappelée en appendice.

6. PROFIL OPTIMAL
D'UNE FIBRE DISPERSIVE

Appliquons les résultats précédents 4 un probléme
simple, mais trés important en pratique : celui de la
détermination du profil optimal d'une fibre multi-
modale utilisant un matériau dispersif isotrope. Nous
supposons que la fibre a la symétrie de révolulion
el nous nous limitons aux ravons hélicoidaux, ¢’est-a-
dire aux rayons dont la distance a 'axe est constante.
On peut montrer qu'il est suffisant en pratique de
considérer les temps de trajet le long de ces rayons.

Rappelons nos définitions : f est la fréquence de

I'onde optique et a = (ffe)n est la fréquence spatiale

dans le matériau. r, z et { représentent respectivement

la distance a l'axe, la coordonnée axiale et le temps

de parcours d’une impulsion. Nous pouvons ici, sans

risque d’ambiguité, noter b(f. r) sous la forme a(f, r).
Pour un rayvon hélicoidal, nous avons ;

orfoc = 2a,= 0.
D'apreés 1'équation (31) avec H = 0 et (32), nous
avons done :

fall a da(f, r)

ot a) 2: = a of
. Saffiry 2/ p \?
c il St T AT
o
(34 ¢) 2_” I + a2 = a¥(f, r).
Eliminons p, entre (34 b) et (34 ¢) ; nous obtenons :

e ol Du(,l’ r)}bf
(35) — —— b

0z : _r da(f. r) o

\f“ & " oF

Le temps de trajet d'une impulsion optique le long
d'un rayon hélicoidal est obtenu en mullipliant le
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membre de droite de (35) par la longueur de la fibre.
Si la fréquence porteuse [ est fixe, il y a parfaite
égalisation lorsque (r) = t((), c'est-a-dire lorsque :

. dalfir) [ /2afof e ]
(36) o D\bao!ar,s‘ =

ou ay(f) = a(f, 0) est la fréquence spatiale sur 'axe.
Dans cette équation, nous pouvens considérer dafdf
comme une fonction connue de a pour une classe de
matériau déterminé, par exemple pour de la silice
dopée de quantités variables d'oxyde de germanium.
A partir de (36), nous obtenons le profil optimal
r= r(a) sous la forme :

/balbfﬁ —|_1 da
\Daayfdf ) a

ol nous avons introduit, pour étre plus concret, le
rayon r. du cceur de la fibre et la fréquence spatiale a,
dans la gaine, avec a(r.) — a. (Fig. 4).

(37) rfre— cxp, ol [

certaine classe de matériau. Avec cette notation, la
formule (37) s'éerit :

\om
41 )= e 2N —N2—NI*dN
1) (rfre) ““’r/m[ ]

Dans le cas de fibres a faible saut d'indice
(disons, pour fixer les idées, A < 0,005), nous pou-
vons négliger le terme N2 ~ 4 A? devant le terme
2 N — N =~ 2A. Nous pouvons aussi supposer que
n? est une fonction linéaire de n? et que, par consé-
quent, N est proportionnel & N. Nous écrivons :
N = dN, ot d est une constante. L’intégration de (41)
donne un profil en puissance de r, trés voisin du
profil optimal [2, 7].

(42) N(r) = 2AGI)Y , K= 2d—1.

En général, on doit procéder a l'intégration numé-
rique de (41) [8]. Un exemple a été donné dans la
référence [9].

Fia. 4. — Fibre multimodale 4 gradient d'indice. Le rayon

du ceeur est noté ro . Nous avons représenté un rayon héli-

coidal dont la distance a 1'axe est constante. L’égalisation

des temps de parcours le long de rayons hélicoidaux est, en

pratique, suffisant pour assurer un élalement minimal des
impulsions optiques.

En I'absence de dispersion :
dafdf = alf ; dayfof = ayff.
nous pouvons intégrer (37). Nous obtenons le profil
de Kawakami et Nishizawa [6] :
a®(r) ‘a} \ fr\ 2]
(38) —:g—_[1+_—"—1|'—_

0 ﬂz. r," l\ e

e

qui est quadratique au premier ordre en r.
Dans les applications, il est utile d’introduire un
indice de phase relatif :
(39) N(r) = 1 — n¥r)[ni,
Nire)= 1 —nifni = 2,
el un indice de dispersion relatif :

(40) N =1 —nn3

lindice de dispersion n étant défini dans le para-
graphe 3. N est une fonction connue de N, pour une
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Lorsque la condition (41) est remplie, I'étalement
des impulsions est treés petit. Un caleul détaillé montre
que la largeur d’impulsion est :

Alt étant en ns/km) = 310 Az,

ce qui permet des débits d'information de l'ordre de
150 Mbit/s sur une distance de 10 km si le saut d’in-
dice relatif A est de l'ordre de 1 9,

7. CONCLUSION

Nous espérons avoir atteint le but de cette étude,
qui était de montrer au moyen d’'exemples simples
le sens physique des équations de Hamilton. Le
conceplt fondamental introduil est celui de surface
des vecteurs d'onde. Cette surface est définie dans
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chaque région élémentaire de l'espace, Elle décrit
les propriétés locales des rayons. On en déduit les
équations de Hamilton qui permettent de calculer la
trajectoire d'impulsions optliques dans l'espace-temps
d’une facon simple el générale, et qui tiennent compte
directement des symétries du systéme. Nous avons
appliqué ces résultats aux fibres optiques multimodales
en nous limitant a 1'égalisation des temps de trajet
le long des rayons hélicoidaux. Une formule simple
a été donnée, qui est applicable dans presque tous
les cas pratiques (équation 41). Ce résultat particulier
aurait sans doute pu étre obtenu par des moyens
plus élémentaires. L'utilité du formalisme hamiltonien
est peut-étre plus évidente lorsque I'on étudie 1a propa-
gation dans des fibres présentant des déviations par
rapport a la symétrie de révolution ou une certaine
anisotropie due, par exemple, a4 des fluctuations
radiales rapides de l'indice. L’intérét de ce forma-
lisme apparait clairement aussi lorsque 'on consideére
les propriétés générales de paquels de rayons, soit
incohérents (diode émettrice de lumiére), soit cohé-
rents et formant des congruences (rayonnement laser).

Il n’était cependant pas possible d’aborder ces
questions ici ; elles feront 'objet d’un article ultérieur.

APPENDICE

La méthode de Lagrange

La méthode de Lagrange est étroitement lide & la
méthode de Hamilton. Nous la présentons ici brie-
vement.

Observons d'abord que si la trajectoire d'un rayon
monochromatique est notée sous forme paramétrique
T = r(s), la direction du raven est celle du vecteur
b:?[bcr. La fonction lagrangienne est une fonction de
0 fda telle que Ldo représente le nombre de longueurs
d’onde (pas nécessairement entier) le long d'un rayon
de x(g) & x(c+ dg). Dans le cas d'un milieu iso-
trope, nous avons :

= ,-"ar\z_ oy 2 Bz \E]L/#
(A-1) Lzfos) = al[—) ! (as | \bc

0o
En effet, Ldc= a|dZ| = ds/%, ol ds rl|:c[.

.

L

Lorsque le milieu est inhomogéne, L dépend non
seulement de dx/ds. mais aussi de . Nous notons
alors la fonction lagrangienne : L(dX /0o, ¥). Dans
I'équation (A-1), a devient une fonction de . y et z.

Nous écrivons sans démonstration 'expression des
quantités a, conjugudes de ¥ :

dL (37 [os, x)
(DT [0o)

(A-2) a =

el I'équation d'Euler-Lagrange
dL(dx D6, ) OL(dZ fda, X)
DRI os) | dT A

i d
(A-3) %
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Cette derniére définit entierement la trajectoire des
rayons dés que les conditions initiales (2 et la direc-
tion de 9 /d5) sont précisées.

Si nous substituons dans (A-3) la forme (A-1) de
L applicable aux milieux isotropes en coordonnées
rectangulaires, et utilisons comme parametre :

ds — (dz? + dy? 4+ dz?)Lz
nous obtenons 'équation (25) :
d/ dX\ 0a

(A-4) a | = ==
' ds\  0s/ 0x

Un autre choix utile est o= z.

Les relations (A-2) et (A-3) sont indépendantes des
coordonnées choisies. En coordonnées cylindriques,
la fonetion lagrangienne s'écrit :

(Or Op Oz b
A5) Ll —, =, = ;2 )=
(A=) [-_60‘ R TR

N2 /e L2

EE | é, ) J !

farNe /[
eyl (=) (i -
a(r, ¢, 2) [-...ac,- \ T 5 T \Da)

puisque ds* = dr® (2nrdg)? + dz®  Les variables

ay, L, @z conjuguées de r, ¢, z, respectivement, sont
obtenues immeédiatement a parlir de (A-2).
Nous obtenons par exemple :

oL

5o 0P
= 3@pjos) ~ KA g

(A-6) i
qui est bien la composante axiale du moment angu-
laire du rayon. Les aulres relations du paragraphe 5
peuvent étre retrouvées de la méme facon.
Formellement, on passe de la forme hamiltonienne
a la forme lagrangienne en résolvant les équations :
dx

A-7 [}aH H(d, x) = 0
(A-T) S5 o (a, x)= 0.

pour a et 6, et en substituant le résultat dans :

foz ) L QH
(A-8) L=, &|=8d—="
08 oa

Par exemple, nous oblenons en résolvant (A-7),
pour la fonection hamiltonienne :

H{d, ) = a}+ aj + a3 — a*(2).

/dx) 2 'ayﬁ az\-\lf 1/2

iy = 9 — — | + ]

(A-9) 0= (1/2q) ['-\bc + o) 20/ ]
a; = (1/20) @xzfd5) ,
ay = (1/26) Qufos) .
a, — (1/20) (dzfo0) .

Si nous substituons ce résultat dans (A-8), nous
obtenons bien la fonction lagrangienne donnée en

(A-1). Le lecteur pourra vérifier de la méme facon

le passage de (31) & (A-5) pour le cas des coordonnées
cylindriques.
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